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1 LIMITI

Diamo prima una rapida introduzione teorica.

1.1 Limite di una funzione

Si dice che la funzione f () — A per x — a (dove A, a sono numeri) oppure che

limf(z)=A

Tr—a
se, per ogni € > 0, esiste un numero § = ¢ (¢) > 0 (cioé dipendente da ¢) tale che
|f(x)— Al <e per 0<|xz—al <o

Analogamente si definisce
S (e =4
se || f (x) — All <e per [lz]| > N(e).
Si usa anche la notazione
lim f (z) = o0

r—a

che significa che || f (z) || > E per 0 < ||z — a|| < 6(E), dove E & un numero arbitrario positivo.
Se i limiti lim f; (z) e lim f5 (z) esistono, hanno luogo i seguenti teoremi:
r—a r—a

L Jim 11 () + (0] = Jimfi @) + Jim fo @
2. Jim [ (o) f2 ()] = on i () - Ton fo (2)

A _ Amh(@
3. I e = T @

dove lim f5 (z) # 0
r—a

Sono di uso frequente i seguenti limiti notevoli:

1 x
lim (1 + ) = lim (1+a)* = e = 2.71828...

Risolviamo ora i seguenti esercizi:

1.2 Limiti del rapporto tra due polinomi per = — oc:

si procede dividendo il numeratore e il denominatore per =", dove n & il grado superiore di questi due

polinomi

2 2,1
x242z+1 Lim z <1+I+12>
224+1

- = 1 in quanto i termini con x al denominatore
r—00 2 1+z—2>

. +1)2 .
1. lim (@ = lim
r—oo T2+1 T—00

tendono a 0 al tendere di z all’infinito.

2. lim 1902 — Jim L()xl = lim LOI = 0 per quanto detto per ’esercizio precedente
z—o00 T T—00 g2 <171—2> a:—)oox(lfm—2>
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Una modalita analoga puo essere utilizzata anche per frazioni contenenti quantita irrazionali, potendo
riscrivere anche le radici sotto forma di potenze con esponente razionale.

1.

2.

3.

lim 222 —3:(: 4_ g z? )
T—00 zt+ x%oo / 1+ x~>oo / 1+
3 3
lim 2243 — Lim 2(24+2) _ lim 2(2+3) —9
Tt VT T 5560 x—"—m% T—00 1
x| 1+ %
xT
. "3/$2+1 . \/ <1+
lim = lim = lim [ 0
tc0 TF T—00 3 :v3(1+ T—00

1.3 Limiti di funzioni razionali fratte

risolvibili mediante semplificazione della frazione. Cioé, ricordando il teorema di Ruffini, se

P(x
lim (z)
z—aQ(x)
se P(a) = Q(a) = 0, allora ¢ utile semplificare la frazione per il polinomio x — a che ¢ un divisore
comune.
P e QS o G
L. Ilifr_llﬁﬂ =511 =0
- x2—bx+10 _ 10 _
2. }:;I% 2-25 0 X
: 2— iy (@=1)(z+1) i (2=1) -2
3. lim &=l = lim =05 — Jim ====-2
1 T2 +3x+2 o1 (@+2)(z+1) o —1 (@+2) 1
4. lini (ﬁ - ﬁ) in questo caso ci troviamo in una condizione nella quale, sostituendo diretta-
T—r
mente il valore z = 1, dovremmo eseguire una differenza tra due infiniti, operazione non certo
gestibile secondo le modalita consuete.
In tal caso sommeremo le due frazioni
. l+x+22-1 | z+a? 2
lim 3 = lim 3 =7 =00
r—1 11—z z—=11 —x 0
o a2 . . . . o . .
. hn% %: scomponiamo il polinomio al numeratore, secondo le modalita del trinomio note-
T—r
vole ( I 3)
. T — r — .
lim—————= =limx —7=—4
z—3 r—3 z—3
. B _gg? _ . . . T . .
6. hm%: scomponiamo ancora il numeratore verificando se & divisibile per il denomina-

z—4
tore, facendo riferimento al teorema di Ruffini: calcoliamo il polinomio al numeratore ponendo

x=4; P(4) =64 — 144 + 84 — 4 = 0, cio¢ il resto della divisione sara 0 e quindi il polinomio &
divisibile per z = 4, dando (2% — 5z + 1) (z — 4), da cui
5 — 922 + 21z — 4
i 2T 2 sy 1) = 3

r—4 Tz —4 z—4
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1.4 Limiti con espressioni che contengono quantita irrazionali

Si possono ridurre, in molti casi, a espressioni razionali mediante 'introduzione di una nuova variabile

ausiliaria.
1. lim ¥2=1 le due radici hanno indice diverso, ma si possono ridurre allo stesso indice 6, appli-
z—0 V1+z—1

3
cando le proprieta delle radici, ottenendo hIT(l) %, ponendo y% = 1+z, e quindi per z — 0
T— xTr) —

sithay —1
w-1 . (-1 +y+1) . P4y+1 3
lim = lim = lim ==
y=1y? —1 y=1 (y—1)(y+1) y—=1 y+1 2
2 linﬁ‘f__ll 2 (se z — 1 allora y — 1) si ha
T—

y—1 _ y—1 : 1
hmT lm———=lim——— = —
y—=1lys — 1 y—>1(y—1) (y—l—l) y—=1ly + 1 2

questo limite si poteva anche calcolare cosi

V-1 Vo —1 y 1
= m = J1m = —
z—1 x—1 x%l(\/‘%—l) (ﬁ—i— 1) x—>1\/5+1 2

3. $1L1r614 ‘{),/ﬁ:%:i ponendo z = 4° si ha

Tt J € R U TR N e T
y—2y2 —4  y=2 (y—2)(y+2) y—=2  y+2
v
4. lim Va?- QWH = lim (%71)2 =lim-—~—— =1
a1 (a—1)? x—>1(§/5_1)2(\3/?2+{5/§+1)2 z—1 (\3/:T2+{5/E+1)2 0

Un altro procedimento per determinare il limite di un’espressione irrazionale consiste nel razionalizzare

il numeratore o il denominatore la quantita irrazionale.

1. hm7 = 493 razionalizziamo il numeratore moltiplicando per (2 + VvV — )

(2 ¢“®(z+¢?fﬁ i 4—-2+3

@ —19) 2+ va=3) | @ —49) 2+ Vo =3)
—(x=T7) ~ tim -1 1
iﬂn?( +7)(2+Va—3) :}H7(x+7)(2+\/:f3)_ 56

2. hn% o 2' in questo caso dobbiamo ricordare i prodotti notevoli (differenza di due cubi) per
poter scomporre r — 8:

(\3/5—2)<x%?+2\3/5+4)
lim—— = lim R —igr+2f+4—12




1 LIMITI
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3. lim1 ¥=7+ 1 due radicali hanno indici diversi; per ridurli allo stesso indice, 6, bisogna considerare
T— -

il numeratore come la differenza di due cubi e il denominatore come la differenza di due quadrati,
cioé

Vi-1 = (Yz-1) (\%:2+€/E+1)
Ve-1 = (Vo—-1) (Ve +1)
pertanto, sostituendo nell’espressione del limite, si ottiene

lim

el (Vz-D(Yz+1) el (Yaz+l) 2

(Yo —1) (Va2 + Yz +1) i (Vo2 +9z+1) 4

4, lim Yitz—vi-e.

: razionalizziamo il numeratore

T

z—0

. (V+z—-V1—2)(V1i+a+V1-2) _ l+z—-14+2 . 2

lim = lim = lim

z—0 z(V1i+a++V1—1x) 0z (VIitao+V1—-xz) +20/I+z+V1—2

Va2 —2z+6—Vz2+2x—6.

5. lim : anche qui razionalizziamo il denominatore:

73 2 —47+3

(\/332—23:+6—\/x2—|—2x—6) (\/x2—2x—|—6+\/$2+2$—6)
lim =
z=3 (:1:2—4a:+3)(\/3:2—2x+6+\/x2+2x—6>

i 22 —2r+6—22—-22+6
=332 — 4z + 3) (x/x2—2x+6+\/a:2+2:c—6>
—4(x —3) 1

lim - =
x_>3(1:—3)(x—1)<\/x2—2x+6+\/332—|—233—6> 3

6. lim +/z + a—+/z: razionalizziamo il numeratore di questa espressione intesa come una frazione
T——+00

apparente con denominatore 1
r+a—x

Iim ——— =0
z—toor/x +a+ /T

7. lim y/x (r+a)— x: come sopra
T—+00

z(x+a)—a® ax

ax
— lim lim °
z=too\/x (x+a)+x z=+00 22(14+9) 42 90—1>+00x(\/1+%+1) 2

x

a

=1
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<w + V1 — x3>: razionalizziamo sempre il numeratore della frazione apparente

(o) (T )
Jim ($2 N e S V(TR x3)2>

41— 23

lim
T—00 —$M+\5/7
lim !
T—00 2 $2 3/ % 1)+ZL‘2 3/
li_}In
T (1- G 1) + - 1)2)

lim
Tr—r00

Nz . . . . . . .

9. hm%‘ in questo caso dobbiamo sia scomporre il denominatore sia razionalizzare il
p—s5 —dt+bzt+dz’—x

numeratore; la scomposizione del denominatore é eseguibile con la regola di Ruffini osservando

che tale polinomio da resto zero per x = 5 ed ¢ quindi divisibile per (z — 5):

i (3—Vi+z)(3+Vi+uw) _ 5-x
e tr-1)(3+vitz)  asb—(z-5)(al+z—1)(3+vAtz)

M@= 5) (@
1 1

= lim = —

a=5(x2 +x — 1) (3 + \/m) 174

sindr__. yigeriviamo sin 3z = v/1 — cos2 3z

10 = lim s
sin 3x . V1 —cos?3x _ lir%\/(l — cos 3x) (1 + cos 3x) _ 3
Tr—r

- 1 —cos3x

Iim———— = lim—
z—=04/1 —cos3xz =0 +/1 — cos3x

tang—cotz. 5nplichiamo le formule goniometriche

11. Zh_rf}r sinxz—cosx *
tanx — cot x _ sinz _ cosz . (sinxz —cosz) (sinx + cosz
— lim c'osx sinz  __ ( - )( ) :2\/5
e—T sinzcosz (sinx — cosx)

im —
eI SINT — COST  z—ZSINX — COST

1.5 Limiti notevoli

1.5.1 Caso lir%si% =1

1. limsin 39”. moltiplichiamo numeratore e denominatore per 3,

x—0
3 sin 3z

1m
z—0 3z
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li sin?z. : 22 o :
IH(I) : scomponiamo sin“ r = sinx - sin x, avremo
T—
sin? z sinx
lim = lim sinx =0-1=0
z—0 X z—0 xT
sin 5z .
hIHO sin 2z °
sinbr 2x b5z . sinbx 2z 5 5

m———=lm— —— - —
z—08in2x dx 2x =0 Ddx sin2x 2x 2

lim (n sin %) sostituiamo ponendo x = 7 per cui se n — oo, allora z — 0

n—oo
. ™ . sinx
lim (—sinz) = lim |« =7
z—0 \T z—0 xT
hmlcﬂ. applichiamo la formula goniometrica di bisezione, sin? 5= 1-cosz
z—0
. 1—cosz ) QSinz% 1 1
lim——— =lim———= -~ =
z—0 T z—0 % 4 2
lim #2="5%: applichiamo le formule di prostaferesi, sinx — sina = 2sin 5% cos x;“
Tr—a
. sinx —sina . 2sin F5¢ cosxga . sin %5¢ z+a
lim ——— = lim = lim cos =cosa
T—a €T —a r—a T —a T—a a:2a 2
lim E-522: in questo caso ¢ possibile applicare ancora le formule goniometriche, in particolare

=7
la definizione di tangente

sinz — cos x . —(—sinz + cosx) _ V2
lim ———— = lim - = lim (* COS fl?) = -
es™ 1 —tanx e cosz—sinz e 2
4 4 cosx 4

limz sin E basta considerare 'uguaglianza = = +
x—0 z

111% w applichiamo le formule parametriche
T—
2tan & 2tan L
. 2 2
lim tanz —sinz lim T tan?Z  Tran?Z lim 4 tan® % B
e P . = =
=0 3 =0 8(z 208 ()3 (1 _ 4an2 T
(3) 8(2) (1 tan 2)
3z 1
. sin- =
= lim—2 - e = =
—0 (%) 2 cos (1 tan 2) 2
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10. hH(l) ilzﬁ 22 divido numeratore e denominatore per 6z, 6 ¢ il mem (2;3)
T—

z—sin 2z T 1 sin 2z

. T —sin2x e . g —gips é_% 1
ilg%)x+sin31: :iﬂ)ix“in?’x :glclil%)i_FlSin?’f T1.1 Ty
6x 6x 2 3z 6 2

11. lim 1222 sostituisco innanzitutto z = 1 — z,da cui 1 +2 = 2 — z per far tendere il limite a zero

1 sinmx*
2 — 2 — 2 — 2
lim ———— 2(2-2) = limz_( ?) = limwz(_ ?) = —
z=0sin |7 (1 —2)]  2—0sin[rz] 220 wsin7wz 7r
12. lin% V1tsin =V L=sinz. 15zionalizzo il numeratore
T—
. V1+sinz —+1—sinzx . 2sin z
lim = lim - -
70 T 20z (v/1+sinz + /1 —sinz)
~ im sinx ' 2 _

20 = (y/1+sinz+ /1 —sinz)

1.5.2 Caso lim®™2% =]
z—=0 ¥
o lim1 (1 —z)tan %F: il limite notevole indica che & preferibile introdurre una nuova variabile
T—r
tendente a zero, z = 1 — z, per cui se x — 1 allora z — 0, quindi

limzt [”(1 )}—1' ¢ [” ”}—1' t[”]
Zl_)HéZ an B Yy —ZI_I}%]Z an ) 22’ —ZI_I}%)ZCO 22’

ma la cotangente € il reciproco della tangente

° hH(l) cot 2x cot [g — x]: basta ricordare che cot [g — x] = tanz e applicare il limite notevole
T—

. tan(z) . xtan(x) 2z 1
lim = lim = —
z—0 tan 2x z—0 T 2z tan 2x 2

1.5.3 Caso lim=%=% = ( o lim ==z =1
z—0 7T z—0 <

1-sinZ . . e .
— ¢ introduciamo una nuova variabile in modo che tenda a zero al tendere di z a m:

e lim
T—rT i
z =m —x, per cui

1—sin(Z -2 1—-cosZ
g 1S E 7 8) (Lo cos5) E 2):0
2—0 z z—0 25
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. _ 2
° hml cos x+x~ .,

YonZa ez raccogliamo 22 al numeratore e al denominatore
z—0 -

. 1—-cosz + x2 2P (71_;‘2)” + 1) % 1
lim ————— = lim T =L = __
z—02sin® ¢ — 5x2 072 (27511;90761296 _ 5) _3 9
o 1ir% 1=veosz V32 razionalizziamo il numeratore
Tr—r
. 1—+/cosx . 1 —cosx 1 1 1
lim ————— = lim — =—. - ==
=0 T z—0x? (14 /cosxz) 2 2 4
1.5.4 Caso lim &SNz — 1 g Jjm &<tane _
x—0 z x—0 z
. lin%] ar:itnag 2z . ytilizziamo entrambi i due limiti notevoli presentati
T—
arctan 2x . arctan2zx 3x 2 2
lim ——— = lim - — 2z
z—0 sin3x z—0 2 sindx 3 3

1.6 limiti con esponenziali

del tipo lil)n [f(2)]9™) = C. Per risolvere tali limiti bisogna considerare che

1. se esistono e sono finiti i limiti lim [f(z)] = a e limg(z) = B, allora C = AP
r—a r—a

2. se limf(x) = A#1e limg(z) = +o00, si pud determinare immediatamente il risultato
Tr—a T—ra

3. se lim f(x) =1 e limg(x) = oo, si pone f(x) =1+ h(z), dove h(x) — 0 per z — a e, quindi,
Tr—a Tr—a

—= er—a = er—a

O VB@9@ mh@ge) lim [f@)-Lg(
C:hmﬂummw@} ! lim h(z)g() _ lim [f(z)~1lg(x)

T—a

. : 14z . . i . .
1 sin 2z . ha che 1 sin2z) _ lim 1 -1
ox1_>n%( = ) si ha c ezg%( = ) 2ex1_>n% +x , per cui
. 1+x
2
lim (Sm x) —ol—9
x—0 €T

2

X
. z+1 Lo . z+1 _1 . 2 . .. y
° xh_)rgo <2w +1) . si ha che xlggo (296 +1> =5e xlggo x* = 400 quindi, ricordando 'andamento delle

funzioni esponenziali con base tra 0 e 1, si ha

. x+1 @®
lim =0
z—oo \ 22 + 1

10
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(ﬂ> =1 e che lim x = oo, quindi procederemo secondo la terza

. xfl CC. . .
o Jim (£54)" sibache Jim (25} Jm
modalita .
x+1 — T
-1 x —9 == |
lim [1+($ —1)} :lim{[l—i—( )] } -
ezlggo_fffl — 6_2

Questo limite poteva anche essere calcolato facendo riferimento al seguente limite notevole

T—00

lim [14—]{:} — ek
T

Infatti .
. 1\—z|
AN (G I
im T = - e — =
z—o0 \ 1+ lim (1+ 1) e
T—r 00

x
o lim (32)" si ha lim (22) = 2 ¢ lime = 0 da cui
T—

x—0 x—0
2+2\" 2\
li =(=] =1
wgﬁlo<3—m> <3>

r+1
) . in questo caso basta scomporre il denominatore e semplificare

1\t 1 z+1 N2 1
lim = lim =\l5) =7
x2—1 z—=1 \x+1 2 4

rz—1

e lim (”_1

2_
z—1 \%

2x
)-”f“' siha &5 — 0e 2% — 2 per cui

; 1 1
o Jim (3)"*:siha g
. 1 x+1
hm <2 :0
T—00 \ I

sin
x2—2z+3 z 22 —2z+3 3 sinz .
(m2_3x+2 siha =570 — 5 e % — 1, dacui

z—0

sinx

(22 —22+3)\ = 3\' 3
lim | 5————— =|=-] ==
z—0 \ 22 —3x +2 2 2

2 r . 2 .
‘”+2> - si ha Z52 —)%6132—)()0,81}1&

e lim <2x2+1 22241
2 x? o0
. e+ 2 1
lim | ——— | =1(=] =0
z—o00 \ 212 +1 2

T—00

11
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1.6.1 Caso limite notevole lim (1 + g)m = ek

T—r00

e lim (1 — %)x basta considerare, rispetto al limite notevole, k = —1, per avere

T—00
1\* —1\”* 1
lim (1—) = lim <1+> —el==C
T—00 x T—00 X e

e lim (1 + %) : possiamo risolvere immediatamente

Tr—r00
2 X
lim (1 + > = ¢?
T—00 T

x
e lim (ﬁ) : raccogliamo « al denominatore e semplifichiamo
T—>00
x x —x
1 1-=L
lim % = lim T = lim = =e !

x+2
e lim (L_l) : applichiamo la proprieta delle potenze

T A [CH R CO I
- [(59) (=) -

— xli{lgo(l_‘— z ) 1 _ € _ 674
- . 3 xr I —
dim (14+2) e3
1.6.2 caso dei limiti notevoli lim ™2 — 1 ¢ lim 2540 _ Jog ¢ lim &=L =1
z—0 z—0 x z—0 %

e lim [In(2z+ 1) — In(x + 2)]: applicando la proprieta dei logaritmi, riscriviamo

Tr—r00
2 1
lim ln< T > = In2
T—00 x4+ 2
. lim1 e(ji)l_lz basta porre x + 1 = t, da cui
T——
(z+1) _ 1 t_ 1
lim A lime =1
z——-1 x+1 t—0 t

12
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1.7 Esercizi sul significato di limite

Esercizio 1. Cosa avviene per le radici dell’equazione di secondo grado az?+bx+c = 0 se il coefficiente
a — 0, i coefficienti b e ¢ sono costanti e, inoltre, b # 0

applico la formula risolutiva

—b+ Vb2 —4dac

12 =

2a
e calcolo il limite delle due soluzioni
, —b+ Vb2 —4ac
im
a—0 2a

nel caso del segno positivo, razionalizzo il numeratore

- —b+ Vb2 —4ac —b%2 4+ v% — dac —2¢ c

]-1 == 11m = 11m _ ——

a=0 2a a>02q (m + b) a0 (m + b) b

nel caso della radice con segno negativo

. —=b— Vb —4dac o —=b—Vb2 —4dac —2b
hm = hm — = —0
a—0 2a a—0 2a 2a

Esercizio 2. Trovare il limite dei perimetri dei poligoni regolari di n lati inscritti in un cerchio di
raggio R e circoscritti intorno ad esso, quando n — oo

Soluzione. se il poligono regolare inscritto ha n lati, allora I’angolo al centro sotteso é 27” € un suo

angolo alla circonferenza T applicando il teorema della corda (ogni corda ¢ uguale al prodotto del

diametro per il seno dell’angolo alla circonferenza) si ottiene

. T
linseritto = 2R sin E

il perimetro sara pertanto
7r
2p = 2nRsin —
n

al tendere di n — o0, si ha
. . . sin &
lim 2nRsin — = lim 2R T n =921R
n—00 n n—00 -

nel caso del lato circoscritto possiamo applicare il teorema dei triangoli rettangoli con un cateto R e

angolo opposto T

T
leircos = 2R tan —
n

il perimetro sara

T
2Pcircos = 2n tan —
n

passando al limite, si ha

tan X

lim 2nR tanﬁ = lim 2R 1 N =271R
n—oo n n—o00 -

Esercizio 3. Il segmento AB = a ¢ diviso in n segmenti uguali e su ciascuno di essi, preso come base,
& costruito un triangolo isoscele di angolo di base o = 45°. Mostrare che il limite del perimetro della
linea spezzata cosi ottenuta non é uguale alla lunghezza del segmento AB, malgrado che nel limite
questa linea spezzata si confonda geometricamente con AB.

13
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Soluzione. Calcoliamo il lato del triangolo isoscele costruito sul tratto del segmento AB, essendo tale
triangolo meta di un quadrato di diagonale a/n

=4 _av2

V2 2n

il perimetro di tale triangolo sara

2av/2
2p = a\[+a=a(\fz+1)
2n n

n
il perimetro complessivo € pari a n — volte il valore scritto. Se n tende all’infinito

1im9(f2+1>-n:a(\/§+1)

n—oon,

Esercizio 4. Determinare le costanti k£ e b ricavate dall’equazione
3
1
lim <k::c+b— x2+> —0

T—00 xc+1
Soluzione. sommiamo le frazioni presenti nella funzione

(k=1 +bx®>+x(k+b)—1 _0

2 +1 N

affinché il limite tenda a zero & necessario che il grado del numeratore risulti inferiore a quello del
denominatore, per cui

lim
Tr—r00

1.8 Infinitesimi e Infiniti

1.8.1 Infinitesimi

Se lim f(x) = 0 si dice allora che la funzione f(z) & infinitesima per x — a. Si dice analogamente la funzione
Tr—ra

f() infinitesima quando = — co.
La somma e il prodotto di un numero finito di infinitesimi per £ — a sono anche infinitesimi per x — a.
Se f(x) e g(x) sono infinitesime per x — a e se

lim I(@) =

a—ag(z)

dove C' # 0, si dice allora che le funzioni f(x) e g(x) sono infinitesime dello stesso ordine; se invece C' = 0 si
dice allora che la funzione f(x) é un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g(z).

Se
lim @ =1
v—ag(z)
si dice allora che le due funzioni sono equivalenti per x — a. Ad esempio per x — 0, si ha
sinx ~ x tanx ~
In(l+z)~ =z

Il limite del rapporto tra due infinitesimi resta immutato se i termini del rapporto vengono sostituiti
con infinitesimi equivalenti. In virtu di questo teorema, per trovare il limite della funzione

lim 7f(x)

z—a g(x)
dove f(z) — 0 e g(z) — 0 per x — a, si possono togliere (o aggiungere) nel numeratore e nel
denominatore della frazione infinitesimi di ordine superiore scelti in modo che le espressioni rimaste

siano equivalenti a quelle iniziali.
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1.8.2 Infiniti

Se per un numero grande a piacere N esiste un numero § (V) tale che per 0 < ||z — a||ad (N) la disuguaglianza
|| f(z)]] > N sia soddisfatta, si dice allora che la funzione f(x) ¢ infinita per z — a.
Si definiscono analogamente le funzioni f(x) infinite quando z — oo. Analogamente agli infinitesimi, si

introduce la nozione di infiniti di ordine diverso.

Esercizio 5. Applicando il teorema relativo al rapporto tra due infinitesimi, si chiede di trovare i
limiti:

. lin% s“(l ;’x;g)?“" = 35133” . 5512159” =15 essendo i termini z* e 2 infinitesimi di ordine superiore
T— -

arcsin —=%
. V1—z2 arcsin x
e lim——r =220 =1
r—0 n(l-z) T

. liminfx =-1
z—1+77F

1.8.3 Continuita delle Funzioni

Si dice che la funzione f(x) é continua per = a (o nel punto a), se
1. ¢ definita per x = a, cioé se esiste 'immagine f(a)
2. esiste il limite ed ¢ finito per x — a

3. lim f(z) = f(a)

r—a

Se una funzione & continua in ogni punto di un campo essa si dice continua in questo campo.

Esercizio 6. Si consideri la funzione

z2—4
_ —— per T F#2
/(@) { A per x=2

Scegliere il valore di A = f(2) della funzione in maniera tale che la funzione f(x) cosi completata sia

continua per x = 2.

Soluzione: calcoliamo il limite destro e sinistro della funzione

b B4, G2
=2+ T — 2 z—2+ z—2

2 —4
lim — i E=2E+2) gy
r—2— T — z—2+ =2

pertanto basta porre A =4

Esercizio 7. Il secondo membro dell’'uguaglianza
f(x)=1—wsi :
x)=1—xsin—
x

perde significato per = 0. Scegliere il valore di f(0) affinché la funzione f(z) risulti continua per

z=0.

15
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Soluzione. calcoliamo il limite della funzione assegnata per x — 0

. . . sin%
liml —zsin— = lim1 — T =1-0=1
x—0 X r—0

T

in 1
ricordando che il lim 23 = 0. Pertanto bastera che f(0) = 1.

z—0 3
Si osservi per rendersene conto il grafico della funzione

e TN

Esercizio 8. La funzione f(z) non & definita per = 0. Determinare f(0) in modo tale che f(x) sia

continua per z = 0, se
o f(x)= %: calcoliamo il limite della funzione per x — 0

et —e % e e 1 2
lim = lim = lim .
z—0 X z—0 xe’ z—0 2x er

Esercizio 9. Studiare la continuita delle funzioni:

oy = @: calcoliamo il limite della funzione per x — 2
r—2

22
lim = 400
=2+ 2T — 2
. x?
lim = —00
r—2— T — 2

risulta una discontinuita di 2%specie. La sua forma grafica nell’intorno del punto di discontinuita

& mostrata in figura
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a1

° y= 11‘:9;3: calcoliamo il limite della funzione per z — —1
. 1423 . (4a2) (e —z+1)
lim = lim =3
s——1* 14+ z——1% 1+

discontinuita apparente ed eliminabile.

o y=" ;jf;gz calcoliamo il limite per x — £2, razionalizzando il numeratore

o VTFE-3 T+az—9 _ 1 _
xi}_in -4 I_I:EHQi (x—2)(z+2)(VT+z+3) x_l,lfngi (z+2)(VT+z+3) +00

VT3 Tia-9 = lim — L =1
oot 224 wsot (1-2)(a+2)(VTHa+3) ~ o (242)(VT+a+3) ~ 24

se ne deduce che per x — —2 si ha una discontinuita di seconda specie, mentre per x — 2 si ha
una discontinuita eliminabile come risulta dal grafico in figura
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y = = facciamo lo studio dei limiti prima e dopo lo zero
E]

T

m —

x—>0+|:ZI’

lim — = -1
z—0~ |$|

se il limite destro e sinistro esistono e sono finiti, si ha una discontinuitd di prima specie. In questa
funzione il salto é pari a 2, come mostrato in figura

e y =In(cosx): calcoliamo il limite per  — §
lim In (cosz) = —o0

us
=7

con una discontinuita di seconda specie.
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